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Einleitung. 


Die vorliegende Arbeit will auf Anregung von Herrn Professor 
Alfred Loewy eine Anwendung der von ihm über die Reduzibilität der 
Gruppen linearer homogener Substitutionen von nicht verschwindender 
Determinante bewiesenen Sätze geben. 

Es soll der einfachste Fall einer Gruppe linearer homogener 
Substitutionen, nämlich eine Gruppe, die aus den positiven und nega- 
tiven Potenzen einer linearen homogenen Substitution von nicht ver- 
schwindender Determinante besteht, untersucht werden. 

Im ersten Teil der Arbeit werden den Koeffizienten jener Sub- 
stitution, welche die Gruppe erzeugt, keinerlei Beschränkungen aut- 
erlest. Es handelt sich um den Rationalitätsbereich aller Zahlen, 
der als Zahlkörper für die Substitutionskoeffizienten zu Grunde gelegt 
wird. Auf Grund der allgemeinen Theorie lässt sich jeder beliebigen 
Gruppe linearer homogener Substitutionen, die unter Zugrundelegung 
des Körpers aller Zahlen untersucht wird, infolge der zu der Gruppe 
gehörigen, aufeinander folgenden grössten vollständig reduziblen Grup- 
pen ein System invarianter Zahlen zuordnen. Für unsern besonderen 


© Fall ist dieses System invarianter Zahlen in innigstem Zusammenhang 
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ınit den Weierstrassschen Elementarteilerexponenten der charakteristi- 
schen Funktion der die Gruppe erzeugenden Substitution. Es wird sich 
ergeben, dass aus dem erwähnten Loewyschen System invarianter Zahlen 
mit Hilfe des Begriffes der assoziierten Zahlen eines gegebenen Zahlen- 


! Für das Folgende ist zu vergleichen: 

A. Loswy, Ueber reduzible Gruppen linearer homogener Substitutionen. Ver- 
handlungen des III. internationalen Mathematikerkongresses in Heidelberg 1904, 
S. 194. 

A. Loswy, Ueber die Reduzibilität der Gruppen linearer homogener Substitu- 
tionen. Transactions of the American Math. Society. Volume 4, 1903, 5. 44. 

A. Loswy, Ueber die vollständig reduziblen Gruppen, die zu einer Gruppe 
linearer homogener Substitutionen gehören. Transactions of the American Math. 
Society. 1905. Volume 6, S. 504. 
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systems die Weierstrassschen Elementarteilerexponenten unmittelbar fol- 
gen, und umgekehrt kann aus den Weierstrassschen Elementarteiler- 
exponenten. der die Gruppe erzeugenden Substitution das der Gruppe 
zugehörige System invarianter Zahlen abgeleitet werden. 

Im zweiten Teil der Arbeit gehören die Koeffizienten der zu unter- 
suchenden Gruppe linearer homogener Substitutionen, die ebenfalls durch 
eine Substitution von nicht verschwindender Determinante und deren 
positive und negative Potenzen erzeugt wird, sämtlich einem besonderen 
Zıahlkörper 2 an. Mit Hilfe von Sätzen, welche den im ersten Teil 
zitierten analog sind, lässt sich wieder zu jeder beliebigen Gruppe 
linearer homogener Substitutionen mit Koeffizienten aus @ ein zu- 
gehöriges System invarianter Zahlen definieren. 

Es wird dann unsere Aufgabe sein, nachzuweisen, dass das Sy- 
stem der invarianten Zahlen einer Gruppe linearer homogener Sub- 
stitutionen, die aus einer Substitution von nicht verschwindender 
Determinante mit Koeffizienten aus @ und deren Potenzen besteht, 
identisch ist mit den invarianten Zahlen derselben Gruppe linearer 
homogener Substitutionen, wenn die Untersuchung für den Körper 
aller Zahlen geführt wird, oder, dass das System invarianter Zahlen 
von dem Zahlkörper @ unabhängig ist. 





Erster Teil. 


$1. 


& sei eine Gruppe linearer homogener Substitutionen in n Varia- 
'blen. Die Gruppe ® heisst reduzibel, wenn es eine konstante Matrix 
nten Grades 7 von nicht verschwindender Determinante gibt, so dass 
jede Matrix der zu © ähnlichen Gruppe 


AUTO 
von folgender Form wird: 
a1 12 VER din 0 tee 0 
aaı (PPEREREEEE dam 0 RING 0 
Ui Ay? anna Unm 0) 0 a0 2.02 8 0 


Uim+1,1 Am+1,2°°°* Im+i,m im+1,m +1 Im+i1,m+2°**° Am+1,n 


Am+2,1 Am+2,2°°"* IAm-+2,m An+2,m+1 Um-+2,m+2 Arrar" UIm-+2,n 


An Ga Unm Ayn,m+1 UAn,m+2 Ayn 


wobei m <[ n sein muss. 
Sind alle Matrices der Gruppe X von obiger Form, so soll A 
auch mit 


Yrı 0 
Ası Use 


bezeichnet werden. 


er NEE 


Dabei bedeutet A, die Gesamtheit der Matrices mten Grades, 
die von der Form sind: 


Ami Am2'*** Omm: 


Y,ı ist somit eine zu A isomorphe Gruppe. NWes umfasst alle Sub- 
stitutionen, die durch die Matrices (a — m)ten Grades: 


Om+1,m +1 Am+1,m+2 '*** Im+ln 


Am+2,m+1 Im+2,m+2 °*** Im+2,n 


Uy,m+1 Un,m+2 ° '*° OAynın 


definiert werden. Ass ist ebenso wie Yıı eine zu A isomorphe Gruppe. 
Wsı enthält alle Matrices, die aus YA hervorgehen, indem man in sämt- 
lichen Matrices der Gruppe W die ersten m Zeilen und die letzten 
n — m Kolonnen streicht. 

Ausser dem Begriff der reduziblen Gruppe benötigen wir für 
das folgende noch den der vollständig reduziblen Gruppe linearer 
homogener Substitutionen. 

Eine Gruppe & linearer homogener Substitutionen heisst voll- 
ständig reduzibel, wenn es wenigstens eine konstante Matrix R von 
nicht verschwindender Determinante gibt, so dass die zu ® ähnliche 
Gruppe Y= RÖR-! von der Form ist: 


(1 0 nr 0 
0 (93 0 - 0 
0 0 Ag .+- 0 


0 N) Dr... Oji; 


BE 


die Diagonale nur irreduzible Bestandteile enthält und ferner ausser- 
halb der Diagonale nur Nullmatrices stehen. Ist X =1, so ist © selbst 
eine irreduzible Gruppe. Der Begriff der vollständig reduziblen Gruppen 
schliesst den der irreduziblen Gruppen ein. 

Die Gruppe © lasse sich in eine zu ® ähnliche Gruppe A* 
von folgender Form transformieren: 


Yıı 0 
2ı An. 

Dabei seien Xi, A2ı, A22 Inbegriffe von Matrices mit m Zeilen und 
m Kolonnen, bzw. an — m Zeilen und m Kolonnen, bzw. n — m Zeilen 
und » — m Kolonnen. 

„Definiert W;ı, für sich betrachtet, eine vollständig reduzible Gruppe 
linearer homogener Substitutionen, und existiert keine Matrix L von 
nicht verschwindender Determinante, welche die Gruppe ® in eine 
ähnliche L$L-! der Form: 


Air 0 0 
0 @;+1,3+1 O 
Ası As 33 


überführt, wobei a,1,;+1 eine irreduzible Gruppe linearer homogener 
Substitutionen in fitı(farı > 0) Variablen bedeute und demnach W;zı, 
Az, Az; Matrices mit » — m — fir Zeilen und m, bzw. fir, bzw. 
nn — m — firı Kolonnen vorstellen, so sagen wir: Die Gruppe © ist 
unter Hervorhebung ihrer grössten vollständig reduziblen Gruppe Ayı 
in die Gruppe W” transformiert worden.“ (Transactions 6, 518.) 

Es gilt nun folgender Satz: 

„Wie auch immer eine Gruppe © linearer homogener Substi- 
tutionen unter Hervorhebung ihrer grössten vollständig reduziblen 
(sruppe in eine ähnliche transformiert wird, so hat die grösste voll- 
ständig reduzible Gruppe, die sich bei irgend einer derartigen Dar- 
stellung der Gruppe © ergibt, gleichviele Variablen wie die grösste 
vollständig reduzible Gruppe, die sich bei irgend einer andern Dar- 
stellung von © ergibt, und beide Gruppen sind ähnlich. Sieht man 
ähnliche Gruppen linearer homogener Substitutionen als nicht ver- 
schieden an, so ist die grösste vollständig reduzible Gruppe von © 
eindeutig bestimmt.“ (Transactions 6, 526.) 


VENEN, BE. 


Jede Gruppe © linearer homogener Substitutionen lässt sich 
durch eine Matrix P von nicht verschwindender Determinante in eine 
ähnliche Gruppe A” = P&P-! transformieren, so dass W* die Ge- 
stalt hat: 


11 0 0 0 DELL 
Azı (22 0 0 (EEE 
Azı ze Ass 0 NEE SENEISO) 

1 1% u3 ar ED 


Dabei bedeutet Wjı die grösste vollständig reduzible Gruppe von A“. 
Durch Streichen der ersten Zeile und Kolonne bei der vor- 
stehenden symbolischen Schreibart geht die neue Gruppe hervor: 


As; 0 Ren 


NE Ale wo 


= * x En 
u2 u3 Ua EAN RS 


Es sei WA die grösste vollständig reduzible Gruppe dieser neuen 
Gruppe. Streichen wir auch bei dieser symbolischen Schreibart 
wieder die erste Zeile und Kolonne, so bedeute 5; die grösste voll- 
ständig reduzible Gruppe der Gruppe: 


a) ORT 


Wis Ws Ol SH) 


13 Ara u5 Keriele Ur . 


So fahren wir fort und kommen schliesslich zur grössten voll- 
ständig reduziblen Gruppe Ar. 

Die soeben besprochene Transformation der Gruppe © in eine 
zu & ähnliche Gruppe heisst eine Transformation der Gruppe © 
unter Hervorhebung aller aufeinander folgender grösster vollständig 


Bir 


reduzibler Gruppen. Wı heisst die erste, W5 die zweite, W. die te 
grösste vollständig reduzible Gruppe, die sich bei der Transformation 
der Gruppe & in die Gruppe W ergeben haben. Sieht man ähnliche 
(Gruppen linearer homogener Substitutionen als nicht verschieden an, 
so sind An, Ar, +, Aa. eindeutig bestimmt. Es gilt nämlich 
folgender Fundamentalsatz: 

„Wie auch immer eine Gruppe © linearer homogener Substitu- 
tionen unter Hervorhebung aller aufeinander folgender grösster voll- 
ständig reduzibler Gruppen in eine ähnliche Gruppe transformiert wird, 
so sind die vollständig reduziblen Gruppen, die sich bei einer derartigen 
Darstellung von ® ergeben, den vollständig reduziblen Gruppen, die 
sich bei irgend einer andern solchen Darstellung von & ergeben, 
der Reihe nach zugeordnet, so dass zwei zugeordnete vollständig redu- 
zible Gruppen gleichviele Variablen haben und ähnliche Gruppen sind.“ 
(Transactions 6, 508.) 


$ 2. 


Auf Grund der im $ 1 aus der allgemeinen Theorie der Gruppen 
linearer homogener Substitutionen angeführten Sätze kann man jeder 
(Gruppe linearer homogener Substitutionen ein System inyarianter Zahlen 
zuordnen. 

Transformieren wir eine Gruppe & linearer homogener Substitu- 
tionen unter Hervorhebung aller aufeinander folgender, grösster voll- 
ständig reduzibler Gruppen in eine zu & ähnliche Gruppe W*, so ist 
durch jede der grössten vollständig reduziblen Gruppen Wi, Aa, ***-, 
Ar. eine Zahl nı, bzw. ne, bzw. n„ bestimmt. Dabei bedeutet 9, 
bzw. ns, bzw. n. die Gesamtzahl der Variablen der Gruppen A, bzw. 
Ar, bzw. Aıu- 

Ergibt die Transformation der Gruppe © unter Hervorhebung 
aller aufeinander folgender grösster vollständig reduzibler Gruppen 
in eine zu ® ähnliche, von U verschiedene Gruppe 3” die grössten 
vollständig reduziblen Gruppen Bi, Bas, * * * ', Bau, so sind diese der 
Reihe nach den Gruppen Wi, Us, +, Aru ähnlich. Betrachtet 
man die Anzahl der Variablen in den Gruppen Bi, Bas, * "+, Bau, SO 
ist dieses Zahlensystem, da ähnliche Gruppen gleiche Variablenzahl 
besitzen, wieder obiges System der Zahlen nı, na, * * * +, Nu. 

Die Zahlen nı, ne, * + -, 2. bilden also ein der Gruppe ® und 
allen ihr ähnlichen Gruppen zugeordnetes System invarianter Zahlen; 
sie sind nicht nur ihren Werten, sondern auch ihrer Reihenfolge 
nach eindeutig bestimmt. Die Zahlen nı, ne, +, N. nennen 


wir mit Rücksicht auf ein im folgenden noch weiter einzuführen- 
des Zahlensystem das Hauptsystem invarianter Zahlen der 
Gruppe. 

Es wird unsere Aufgabe sein, nachzuweisen, dass die Weier- 
strassschen Elementarteilerexponenten, die sich bei der Zerlegung der 
charakteristischen Funktion einer beliebigen linearen homogenen Sub- 
stitution @ von nicht verschwindender Determinante in ihre Elementar- 
teiler ergeben, mit unserem Hauptsystem invarianter Zahlen bei ge- 
eigneter Wahl einer die Substitution enthaltenden Gruppe in innigstem 
Zusammenhange stehen. 


$ 3. 


Um den Zusammenhang unseres Hauptsystems invarianter Zahlen 
mit den Weierstrassschen Elementarteilerexponenten einer beliebigen 
Substitution von nicht verschwindender Determinante darzulegen, be- 
trachten wir die Substitution @ nicht isoliert, sondern wir untersuchen 
die spezielle Gruppe © linearer homogener Substitutionen, die aus den 
positiven und negativen Potenzen der Substitution @ besteht. 


Die Substitution @ laute: 


a, = Is Hr Ieea tr TI 
22) — I % TI 22 ih; TE ui u. Ip, u 
roh x, 7 9,8 %T ,’ erg, 


Die charakteristische Funktion der linearen homogenen Substi- 
tution G, nämlich |p E— @|, zerlegen wir in ihre Elementarteiler: 


a a ee ar a nV 
Dabei sei die Bezeichnung derartig, dass: 
ee a 


Durch Einführung linearer homogener Funktionen der Variablen 
%, %2, **, %, als neue Variable und cogrediente Transformation von 
X» &, +, &, lässt sich G auf eine Normalform @ bringen, die uns 
wesentliche Vorteile bringen wird. CO. Jordan hat diese Normalform 


. 
2 


PO 


in seinem Traite des substitutions (Paris 1870, Livre II, Chapitre II, 
88 5 und 6) angegeben. @ lautet: 


=: ) u ir u 2 en U ne 


te rate Ne NER Bit het 


= 7. a ar pP, 32 +3 S.H St? Er Pa Ser "u ne 5: ey? M P SEHEN 


n 


Fre Pı Sr a TP, ter Br £ DE Sa 3 On & 


An Stelle der Gruppe ® untersuchen wir nun die zu & ähnliche 
Gruppe ®, die aus der Substitution G und deren positiven und nega- 
tiven Potenzen besteht. Die Gruppe ® bietet uns den Vorteil, dass 
die aufeinander folgenden grössten vollständig reduziblen Gruppen 
sofort in Evidenz treten. 

Die erste grösste vollständig reduzible Gruppe von & wird er- 
sichtlich bestimmt durch die bei @ in der ersten Zeile stehende 
Transformation: 


ie 


& Zu Se = 6 Sr 23% er Fe eh 


und ihre positiven und negativen Potenzen. 

Dass diese Transformation die erste grösste vollständig reduzible 
(sruppe erzeugt, geht daraus hervor, dass durch Hinzufügung einer 
weiteren Variablen die Gruppe aufhört, vollständig reduzibel zu sein. 

Die Gesamtzahl der Variablen der ersten grössten vollständig 
reduziblen Gruppe ist m. Die erste Zahl unseres Hauptsystems in- 
varianter Gruppenzahlen ist somit die Zahl m. 


Durch Streichen der Variablen 
& 5 a; ER 
in der zweiten Zeile bei @ erhalten wir die Transformation: 
& er P; = Su ar P3 Se we; es vr Pr Dad j 


Diese Transformation mit ihren positiven und negativen Potenzen 
liefert die zweite grösste vollständig reduzible Gruppe mit wieder m 
Variablen. 


ER a 


Die zweite Zahl unseres Hauptsystems invarianter Zahlen ist 
demnach auch m. Mit diesem Streichen können wir fortfahren, bis 
die letzte Kolonne der ©. Jordanschen Normalform @ erschöpft ist. 
Auf diese Weise werden e, grösste vollständig reduzible Gruppen 
eindeutig und auch der Reihenfolge nach eindeutig festgelest. 
Die zugehörigen invarianten Zahlen sind die e„ Zahlen m, m, 

Sue 

In der ©. Jordanschen Normalform @ stehen jetzt noch m — 1 
Kolonnen. Es lassen sich somit durch fortgesetztes Streichen e„_ı — 6, 
aufeinander folgende grösste vollständig reduzible Gruppen mit jem— 1 
Variablen bestimmen. So erhalten wir die e„_1 — e,„ Invarıanten Zahlen 
m —1, m — 1, „m —.|. 


Mit diesem Streichen fahren wir fort und erhalten schliesslich 
die eı — e& invarianten Zahlen 1,1,----,1. Wir haben also das 
Resultat: 


Sind &, &, ***, &„ die ihrer Grösse nach geordneten 
Elementarteilerexponenten einer Substitution @ von nicht 
verschwindender Determinante (1 >&>---->e,„), so ist die 
Anzahl der Zahlen unseres Hauptsystems invarianter Zahlen 
der durch @ und deren positive und negative Potenzen be- 
stimmten Gruppe gleich «&. Diese Zahlen sind ihrer Reihen- 
folge nach geordnet: 


£„ mal die Zahlen m, Mm, 0, M, 
En — & mal die Zahlen m —1l, m —1l,---,m-—l, 


eo. malidıesdahlen 1,122 207% 


$ 4. 


Um tiefer in den Zusammenhang unseres Hauptsystems invari- 
anter Zahlen mit den Weierstrassschen Elementarteilerexponenten 
einzudringen, brauchen wir den in neueren Untersuchungen von 
&. Frobenius und J. Schur! wichtigen Begriff der associierten 
Zahlen. 


ı J. Schur, Ueber eine Klasse von Matrizen, die sich einer gegebenen 
Matrix zuordnen lassen. Dissertation, Berlin 1901, S. 41. 


Be 


Die positive, ganze Zahl n sei zerlegt in: 


n = +1 + Ao-2 B= Ag-3 er... .. Anm; 
k1, Aa, As, EE ;- a 2 


sind positive, ganze Zahlen, die mit Ausnahme der letzten %,, auch 
Null sein können. 

Den fı +2 + ++, Zahlen 1, 2,--- -, m, wobei jede der 
zuletzt genannten Zahlen so oft gezählt wird, wie ihr Faktor X an- 
gibt, ordnen wir ein neues Zahlsystem bei, indem wir unter den 
Me X Zahlen, 1, 1, BORN a SR. 9 
(Agfach), ++, m, m, +++, m (A„fach) die Anzahl derjenigen Zahlen 
bestimmen, welche gleich oder grösser 1, gleich oder grösser 2, usw. 
gleich oder grösser m sind. 

Die auf diese Weise zu bestimmenden Zahlen heissen die zu der 
Zerlegung 

n = +1 + Io-2 ee... — Anm 


associierte Zerlegung oder die zu den Zahlen: 
Del, Mtlach} 
2, 2,..-., 2 (ofach), 


Mm, My: -,m (A„ fach) 
assocuerten Zahlen. 


Bei der Zerlegung: 


Igel LI: 2 HSa2 ER m 


sind: 
>1l Kh+ke+ti+- +, =AM Zahlen, 
>2 Ile +, +: HI, = Id) a. 
> 3 Pe Er En EC) Bee 
> m Ay = m) » 


am, Aa, ....,A) sind die zu den ı Ye t....-+X, Zahlen: 
eaiege: rtachy, 


2, 2,...., 2 (gfach), 


m, m, +++, m (A„fach) 


eur. BIS ae 
assoclierten Zahlen. Es ist offenbar: 


ID LIDL...) en 
und 
Nero ee} 


Wir wollen nun umgekehrt zu den m Zahlen AB, A®, ...., Am) 
die associierten Zahlen bestimmen, indem wir unter den m Zahlen 
ID, AD, ...., 109 die Anzahl der Zahlen bestimmen, welche gleich 
oder grösser 1, gleich oder grösser 2, ----, gleich oder grösser 
m), Am 1, md, ...., gleich oder grösser AD sind: 

Unter den Zahlen: A®, I®, ...., m sind: 

el m Zahlen, 

2 NEN, 

> Kr) Re 
denn nach ihrer Definition sind die Zahlen A®, A®, ... ., XD wenig- 
stens so gross wie A”). So erhalten wir zunächst X®) = \,mal die 


Zahl m. 
Unter den Zahlen X®, A®, ...., Am sind: 


N | m — 1 Zahlen, 
>ım +2 mi—:L N, 
a Ani) m —|]1 RER: 


denn AV, A®, ...., %2) sind jedenfalls nicht kleiner als Am», 
So erhalten wir 


Fl RR CE KEN + a — Ay == Ka mal 


die Zahl m — 1. 
Auf diese Weise fahren wir fort und finden, dass von den 
Zahlen m, 1m, in, 1m) 


>ı®9 +1 1 Zahl, 


Die Zahl 1 ergibt sich AD —- I® = X, mal. 


Be a 


Wir haben somit das Resultat: 

Die associierte Zerlegung zu der associierten Zerlegung einer 
ganzen, positiven Zahl ist wieder die ursprüngliche (J. ScHUr a. a. O. 
S. 41). Von diesem Satze machen wir zum näheren Studium des Haupt- 
systems invarianter Zahlen unserer speziellen Gruppe Gebrauch. Nach 
dem im voraufgehenden Paragraphen erhaltenen Resultate ist: 


u (a — es) 1 4 (ea gr e3)-2 iR I © I? (en_ı Zu en) (m IE 1) "r Em M. 


Die Aufstellung unseres Hauptsystems invarianter Zahlen ist, 
wie aus obiger Untersuchung hervorgeht, identisch mit der Be- 
stimmung der zu den Elementarteilerexponenten e&, €, * * --, 6, &880- 
cuierten Zahlen. 

Damit haben wir den Satz bewiesen: 

Hat man irgend eine Gruppe linearer homogener Sub- 
stitutionen, die aus einer Substitution von nicht verschwin- 
dender Determinante und deren positiven und negativen 
Potenzen besteht, so sind die zu dem Hauptsystem invari- 
anter Zahlen associierten Zahlen die Weierstrassschen Ele- 
mentarteilerexponenten der die Gruppe erzeugenden Sub- 
stitution. 

Dieser innige Zusammenhang zwischen dem Hauptsystem in- 
varıanter Zahlen unserer speziellen Gruppe und den Weierstrassschen 
Elementarteilerexponenten ist, infolge des Satzes über die associlerte 
Zerlegung einer associierten Zerlegung, umkehrbar. Das heisst: 

Hat man die Weierstrassschen Elementarteilerexpo- 
nenten einer Substitution von nicht verschwindender Deter- 
minante, so sind die zu den Elementarteilerexponenten 
associierten Zahlen das Hauptsystem invarianter Zahlen 
derjenigen Gruppe, die durch die Potenzen jener Substitu- 
tion erzeugt wird; dabei sind diese Zahlen, die ja ihrer 
Reihenfolge nach bestimmt sind, fallend zu ordnen. 

Wir haben bei unserer Gruppe, die aus den positiven und nega- 
tiven Potenzen einer Substitution von nicht verschwindender Deter- 
minante besteht, immer von den Elementarteilerexponenten der er- 
zeugenden Substitution gesprochen. Nun haben aber alle Potenzen 
(ausgenommen die Ote Potenz) einer Substitution von nicht verschwin- 
dender Determinante die gleichen Elementarteilerexponenten. (Dies 
ergibt sich sofort aus der ©. Jordanschen Normalform der linearen 
homogenen Substitution, indem man die Potenzen wirklich bildet. Man 
vergleiche auch G. FROBENIUS, Ueber lineare Substitutionen und bili- 


Es 


neare Formen, Journal für die reine und angewandte Mathematik, 
Bd. 84 8. 25.) 


$ 5. 


Die im $ 4 gewonnenen Resultate lassen sich verwerten bei der 
Betrachtung derjenigen linearen homogenen Substitutionen, die eine 
definite Hermitesche Form in sich transformieren. Für jede Gruppe 
linearer, homogener Substitutionen, die eine definite Hermitesche Form 
in sich transformieren, gilt folgender von Herrn A. Loewy und Herrn 
G. Frobenius bewiesener Satz!: „Jede Gruppe linearer homogener 
Substitutionen, die eine definite Hermitesche Form in sich transfor- 
miert, ıst vollständig reduzibel.“ 

Betrachten wir eine einzelne lineare homogene Substitution von 
nicht verschwindender Determinante, die eine definite Hermitesche 
Form in sich transformiert, so transformieren alle Substitutionen der 
durch sie und ihre positiven und negativen Potenzen erzeugten Gruppe 
(& diese Hermitesche Form ebenfalls in sich. 

Nach dem obigen Satze ist ® vollständig reduzibel. © fällt in 
diesem Falle mit seiner ersten grössten vollständig reduziblen Gruppe 
zusammen. Ist die Gesamtzahl der Variablen n, so reduziert sich das 
Hauptsystem invarianter Gruppenzahlen in unserem Falle auf die 
Zahl n. Die zu der Zahl » assocüuerten Zahlen sind die Zahlen 
1, 1, ----, 1 (n fach). Diese Zahlen sind nach $ 4 die Elementar- 
teilerexponenten der charakteristischen Funktion jeder Substitution 
der Gruppe ©. 

Wir haben somit das bekannte Theorem bewiesen: Die charak- 
teristische Funktion einer linearen homogenen Substitution, die eine 
definite Hermitesche Form in sich transformiert, hat nur einfache 
Elementarteiler!. 

Nachdem dies nachgewiesen, lässt sich leicht zeigen, dass diese 
charakteristische Funktion, wie bekannt, ausschliesslich für Werte vom 
absoluten Betrage 1 verschwindet. 

Die definite Hermitesche Form: 


a=n P=n 


HESS 


al 





ı A. Lorwy, Transactions 6, 1905, S. 509. 

° G. Frogentus, Journal für die reine und angewandte Mathematik Bd. 95 
S. 267. A. Loswy, Nova acta der Kaiserl. Leop.- Carol. Akademie der Natur- 
forscher Bd. 71 8. 14. 


BE u TE 


werde durch die lineare homogene Substitution $ von nicht verschwin- 
dender Determinante: 


k=n 


La = ) Gar T, 
el 


und ihre konjugiert imaginäre Substitution: 


in sich transformiert. Wir bemerken noch, dass der obere Index 0 
stets die konjugiert imaginäre Grösse kennzeichnet. Da nach obigem 
Satze die charakteristische Funktion unserer linearen homogenen Sub- 
stitution S nur einfache Elementarteiler besitzt, ist die ©. Jordansche 
Normalform unserer Substitution nach 8 3: 


=: 


a’ 
ak Polen: 


Da diese Substitution mit S ähnlich ist, wird durch sıe und ihre 
Potenzen ebenfalls eine Hermitesche Form in sich transformiert. 
Man findet sie aus H durch Einführung der neuen Variablen &.. Da 
H definit ist, folgt, dass auch die neue invarıante Hermitesche Form: 


a=n B=n 
0) 
> N kaß >> & 
a=r pi 
definit sein muss. 
Es ıst also: 
a=n B=n a=n B=n 
OR: 072205 
DIDI lenkte = 4 Dr Kon Pa pp & &5 
ai Bl ai B=1 


Wegen der Invarianz der Hermiteschen Form muss: 


kur, Pk, e=l 2, N) 


a 
sein. Da 


a=n B=n 


> > kapß m & 


N | 


a 
eine definite Hermitesche Form ist, die nur verschwinden kann, wenn 
die Variablen sämtlich Null sind, ist 

m ©, 
an = 0 
Aus: 
kan = Pz Pa Ina 
folgt daher durch Division mit kua: 


pP, B=1; 


das heisst: Jede Wurzel der charakteristischen Funktion einer linearen 
homogenen Substitution, die eine definite Hermitesche Form in sich 
transformiert, hat den absoluten Wert 1. 





Zweiter Teil. 
$ 1. 


Den Koeffizienten der Substitutionen der untersuchten Gruppen 
sind in den vorangehenden Paragraphen keinerlei Beschränkungen auf- 
erlegt worden. Wir bewegten uns hinsichtlich der Koeffizienten im Ratio- 
nalitätsbereiche aller Zahlen. 

Jetzt wollen wir annehmen: Die Koeffizienten der Substitutionen 
der zu untersuchenden Gruppen gehören sämtlich einem Rationalitäts- 
bereich oder Zahlkörper ®@ an. 

Es ist zunächst die Reduzibilität einer Gruppe linearer homo- 
gener Substitutionen mit Koeffizienten aus @ bezüglich des Zahl- 
körpers & zu definieren: 

„Für eine jede Gruppe © linearer homogener Substitutionen in 
n Variablen mit Koeffizienten aus einem Körper ®, die bezüglich des 
Körpers @ reduzibel ist, existiert notwendig eine solche Matrix P von 
nicht verschwindender Determinante, dass die Matrices sämtlicher Sub- 
stitutionen der Gruppe 


AV = P&P- 
von der Form: 
aıı Ui ®7: Am 0 U IE 0 
d22 Gala: Aa 0 Dieter Ö 
Oi Ay? u UAym 0) 0) RL 0 


Om+i1,1 Amtı,2"°°° Im+1,m Im+i,m+1 Im+t1,m+2 ' UIm+1,n 


UAm+2,1 Amt+2,2°*° Um+2,m Um+2,m+1 Im+2,m+2°°'* Im+2,n 


(1 Amar“ ° Unm Ay,m+1 Oyn,m+2 °°*° Ann 


er 


werden und ausschliesslich nur Koeffizienten aus 2 haben (m <n).“ 
(Transactions 4, 59.) 

Eine Gruppe linearer homogener Substitutionen mit Koeffizienten 
aus © heisst bezüglich des Körpers @ vollständig reduzibel, wenn es 
wenigstens eine konstante Matrix R von nicht verschwindender Deter- 
minante gibt, so dass die zu ® ähnliche Gruppe Y = RÖR-1 von der 
besonderen Form: 


Ay 0 INT 
0 (92 UNE 0 
Ü 0 1 EP CHE 0 
0 (0) 0 Nr 


wird. Dabei sind ayı, Aag, * * +, a, bezüglich des Körpers ® irreduzible 
Gruppen mit Koeffizienten aus @. Links und rechts der Diagonale 
stehen nur Nullmatrices. Die bezüglich 2 irreduziblen Gruppen mit 
Koeffizienten aus @ sollen in der Bezeichnung „bezüglich @ vollständig 
reduzibel“ enthalten sein. Es ist daan’! =1. 

Eine Gruppe © linearer homogener Substitutionen mit Koefhi- 
zienten aus © heisst unter Hervorhebung ihrer in Bezug auf © grössten 
vollständig reduziblen Gruppe Wjı in die ähnliche Gruppe W”, deren 
Substitutionen auch nur ausschliesslich Koeffizienten aus @ besitzen 
sollen, transformiert, wenn die Gruppe W” von der besonderen Form: 


* 
11 0 
1 Use 


wird, wobei Wi, As, Ag Inbegriffe von Matrices mit Koeffizienten 
aus & mit m Zeilen und m Kolonnen, bzw. » — m Zeilen und m 
Kolonnen, bzw. n — m Zeilen und n — m Kolonnen bedeuten, Alı 
eine in Bezug auf den Körper @ vollständig reduzible Gruppe linearer 
homogener Substitutionen definiert, ferner es keine Matrix L von 
nicht verschwindender Determinante gibt, welche die Gruppe © in 
eine ähnliche Gruppe L&L-! überführt, die auch nur ausschiesslich 
Koeffizienten aus @ hat und die Form: 


Yiı ) ) 
0 ya ak 


* * * 
31 Az: 33 


LO Fa 


besitzt, wobei ayı4ı,.+1 eine in Bezug auf den Körper 0 irreduzible 
Gruppe linearer homogener Substitutionen mit Koeffizienten aus 2 ın 
farı (farı > 0) Variablen bedeutet, und demnach A;ı, As, Az; Matrices 
mit » — m — firı Zeilen und m bzw. far, bzw. n — m — farı Kolonnen 
vorstellen. (Transactions 6, 532.) 

Es gilt nun der Satz: 

„Wie auch immer eine Gruppe © linearer homogener Sub- 
stitutionen mit Koeffizienten aus & unter Hervorhebung ihrer in Bezug 
auf @ grössten vollständig reduziblen Gruppe in eine ähnliche Gruppe 
mit Koeffizienten aus @ transformiert wird, so hat die in Bezug auf 
Q grösste vollständig reduzible Gruppe, die sich bei irgend einer der- 
artigen Darstellung der Gruppe © ergibt, gleichviele Variable wie die 
in Bezug auf & grösste vollständig reduzible Gruppe, die sich bei 
irgend einer andern derartigen Darstellung ergibt, und beide Gruppen 
sind ähnlich. Sieht man ähnliche Gruppen linearer homogener Sub- 
stitutionen als nicht verschieden an, so ist die in Bezug auf 2 grösste 
vollständig reduzible Gruppe von & eindeutig bestimmt.“ (Transactions 
6, 533.) 

Im I. Teil $ 1 haben wir den Begriff der Transformation einer 
Gruppe © unter Hervorhebung aller aufeinander folgender grösster 
vollständig reduzibler Gruppen auseinander gesetzt. Wir wollen jetzt 
die Gruppe & mit Koeffizienten aus © derartig in eine ähnliche Gruppe 
mit Koeffizienten aus © transformieren, dass alle aufeinander folgenden 
grössten, in Bezug auf © vollständig reduziblen Gruppen hervorgehoben 
werden. 

Für eine solche Transformation der Gruppe © gilt der dem 
Fundamentalsatz des $ 1, I. Teil analoge Satz: 

„Zu jeder Gruppe © linearer homogener Substitutionen mit 
Koeffizienten aus @ gehören ı. in Bezug auf @ vollständig reduzible 
Gruppen linearer homogener Substitutionen mit Koeffizienten aus %; 
diese sind, wenn man ähnliche Gruppen als nicht verschieden ansieht, 
ihrer Reihenfolge nach eindeutig festgelegt. Man kann also von 
der ersten, zweiten, - - - +, ten in Bezug auf @ vollständig reduziblen 
zu & gehörigen Gruppe sprechen. Die Gesamtzahl der Variablen der 
u. Gruppen ist gleich der Variablenzahl von ©.“ (Transactions 6, 533.) 


$S 2. 
Die im $ 1 angeführten Sätze gestatten wie im I. Teil $ 2, ein 
einer Gruppe © linearer homogener Substitutionen mit Koefüizienten 


Er 1 BET E 


aus @ zugeordnetes System invarianter Zahlen zu definieren, das nach 
seiner Definition von dem Körper @ abhängig ist. 

Die Transformation der Gruppe & in eine ähnliche Gruppe mit 
Koeffizienten aus dem Körper @ unter Hervorhebung aller aufeinander 
folgender grösster, in Bezug auf @ vollständig reduzibler Gruppen 
liefert ». grösste, in Bezug auf @ vollständig reduzible Gruppen, die 
selbst eindeutig und auch der Reihenfolge nach eindeutig bestimmt 
sind. ‚Jeder dieser grössten, in Bezug auf © vollständig reduziblen 
(sruppe ordnen wir wieder eine Zahl m, ne, "+, Nu bei, die 
gleich der Anzahl der in der betreffenden Gruppe auftretenden Varia- 
blen ist. 

Wie aus obigem Fundamentalsatz hervorgeht, ist das System 
der Zahlen »1, n2, -* * -, 2. eindeutig und auch der Reihenfolge nach 
eindeutig festgelegt. Das System der Zahlen nı, ns, » - - -, N. Ist so- 
mit ein einer Gruppe © linearer homogener Substitutionen mit Koeffi- 
zıenten aus @ und allen ihr ähnlichen Gruppen mit Koeffizienten aus 
2 zugeordnetes System invarianter Zahlen. Es heisse das der 
(sruppe bezüglich ® zugeordnete Hauptsystem invarianter 
Zahlen. 

Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, unser Zahlensystem %,, n3, 

“+, N. mit den bezüglich des Körpers © definierten Weierstrassschen 
Elementarteilerexponenten einer linearen homogenen Substitution von 
nicht verschwindender Determinante mit Koeffizienten aus 2 in Zu- 
sammenhang zu bringen. 


$ 3. 

@ sei eine lineare homogene Substitution in » Variablen von 
nicht verschwindender Determinante mit Koeffizienten aus dem Ratio- 
nalitätsbereich @. Die charakteristische Funktion |p E — @| zerlegen 
wir in ihre Elementarteiler; da wir hier den Körper @ nicht verlassen 
wollen, so haben wir es nicht mit linearen Faktoren, sondern mit ganzen 
im Rationalitätsbereich ® irreduziblen Funktionen zu tun. 


Es sei: 


pP E—G | = 9 ("pe (Pe pp) 


21 (pP), 82 (pP), * =, 2. (p) bedeuten ganze Funktionen von p mit 
Koeffizienten aus ®, die im Körper ® irreduzibel sind. 


® G. Frosenıus, Theorie der linearen Formen mit ganzen Koeffizienten. 
Journal für die reine und angewandte Mathematik Bd. 86, S. 206. 


222,97 Be 
Dabei sei die Bezeichnung so gewählt, dass 


HORB >2. Zi 


%, %9, "+ %„ nennen wir die bezüglich & definierten W eier- 
strassschen Elementarteilerexponenten. 


Es sei: 
Geo a are + aa a. t.Qe: 
u Se ee 
Im (6) mat Moe Me 


Wir können zwei Matrices angeben, deren Determinanten die 
Werte o,(p), bzw. @1(p)" haben: 





| p + dı da az da 
| 
il p 0 - 0 
| 0 —1 p 0 
| DE, io 
und 
p + Pe 0 Ada 0 (asien. 0 PER: | 
we RENTE 0 0 NINE: 0 | 
| 
ee un. 0 VE 0 | 
(PERSCh are 4]. p 1 a deren e. ds | 
0470 0 —1 Dres 0 
Hal 0 0 0 — 1p 








Die zuletzt hingeschriebene Matrix mit or, Zeilen und Kolonnen 
ist so gebildet, dass in der Reihe, die parallel zur Diagonale linker 
Hand ist, überall die Zahl — 1 steht. Mit Hilfe dieser Matrix bilden 


22. — 


wir die lineare homogene Substitution mit Koeffizienten aus @ mit ar 
Variablen: 


44 Fear & ze) &g ee nei Flle Ez 

en 

X3 u 

Ka Er En 

Lori 7 a — O1r6arı 0 Sat? ee Dasdg 

Va+2 T Satı 

22a Fr ea 

der er Eee 01 ae zn ee a Re da Sr 


Lr—1)a+2 — Dar 
y Zu 
Ira — sra—1- 


Diese lineare homogene Substitution wollen wir fernerhin mit 
N) bezeichnen. Die charakteristische Funktion von N) hat den einen 
l 1 


Elementarteiler 9, (p)"; denn ihre Determinante ist 9,(p)" und diejenige 
erste Unterdeterminante, welche man aus obiger Determinante durch 
Streichen der ersten Zeile und letzten Kolonne erhält, hat eine Potenz 
von (— 1) zum Wert. Sie ist also nicht durch 9,(p)": teilbar. Wir 
weisen auch mit Rücksicht auf das Folgende darauf hin, dass die 
Substitution: 


1=—- ma m —::-- RN. 
42 = & 
La = SH 


die wir mit 7® bezeichnen wollen, mit ihren positiven und negativen 
Potenzen eine bezüglich ® irreduzible Gruppe erzeugt; denn wäre diese 
(sruppe reduzibel, so wäre $,(p) nicht im Körper @ irreduzibel. 

Durch Streichen der Variablen &, &, '', & ın A erhält 
man eine zweite bezüglich @ irreduzible Gruppe. Sie wird erzeugt 
durch die Substitution 7®: 


Ları = — 01 Sa-tı —— 02 &a-t2 — 1.1. — (da 82a 
La+2 — Bi 


Wa = re 


ee 


und deren positive und negative Potenzen. Fahren wir so mit dem 
Streichen der Variablen fort, so können wir tı bezüglich & irreduzible 
Gruppen definieren, welche durch die Substitutionen 7®, TO, .. +, 
T und deren positive und negative Potenzen erzeugt werden. 

Ebenso lassen sich den Funktionen #s(p)", B3(p)", - +, 9,(p)'m 
Matrices mit ßra, bzw. tz, bzw. wr,, Zeilen und Kolonnen zuordnen. 

Aus jeder dieser Matrices bilden wir wieder eine lineare homogene 
Substitution mit Koeffizienten aus @, die wir der Reihenfolge nach 
mit NS, N no bezeichnen. Die charakteristischen Funktionen 
dieser res en homogenen Substitutionen mit Koeffizienten aus @ haben 
jeweils nur den einen Elementarteiler @ (p)®, * *- -, 9,(p)’m, denn die 
Unterdeterminanten, die sich durch Streichen der ersten Zeile und 
letzten Kolonne ergeben, haben alle eine Potenz von (— 1) zum Wert, 
und ihre Determinanten sind gleich 9 (p)®, bzw. 23(p)®, bzw. 9, (p)'m. 

Vermittelst der linearen homogenen Substitution N) können 
wir wie oben durch Streichen der Variablen rz irreduzible rn 
definieren; sie seien bezeichnet mit 7 BR), AUEN Tim. 

Ebenso ergeben sich aus N ER . N) 7, ..., 7, irreduzible 
Gruppen mit Koeffizienten aus &. 

Wir bilden nun die zerlegbare Substitution Ginmatrß+-"- HT 
Variablen, die, symbolisch geschrieben, lautet: 


NO 0 0....0 0 
0 N 0 eo 0 
N) 0 N®...0 0 
N) 0) Ü N, O0 
0 0 0....0 N 


Ihre charakteristische Funktion hat offenbar die Elementarteiler 
op)", Palp)®, .... On(p)'m. Gr ist daher ähnlich zu @ und auch @G 
hat nur ee aus dem Zahlkörper &@. 

Wir studieren die lineare homogene Substitution @ nicht isoliert, 
sondern die Gruppe ® oder die ihr ähnliche Gruppe ©, die aus @ 
und seinen positiven und negativen Potenzen besteht. 


G bietet uns dabei wieder den grossen Vorteil, dass die auf- 
einander folgenden grössten, in Bezug auf 2 vollständig reduziblen 
Gruppen in Evidenz treten. 

Die erste grösste, in Bezug auf ® vollständig reduzible Gruppe 
ist gegeben durch die Transformation: 


Ta) 
0 


0 


0 
18) 


und ihre 
Variablen ist: 


positive 


RB FTH 


0 RER 
( 

Zi, 0 0 

0 TV. ) 

0 0.... 70 

0 OR. NO 


und negative Potenzen. 


0 


0 
Ta) 
u 


Die Gesamtzahl der 


..+ı +8 =ü. 


Die erste Zahl unseres Hauptsystems invarianter Zahlen ist somit 


die Zahl ;.. 


Die zweite grösste, in Bezug auf @ vollständig reduzible Gruppe. 
wird erzeugt durch die Transformation: 


T® 
a 
0 


0 


() (Er. 0 
De 0 0 0 
0 T® 0 0 
0 0 TO ....0 
0) OR. 6) T@2 


und deren Potenzen mit wieder 


a+Bß+r+: 


(++ = 


Variablen. Die zweite Zahl unseres Hauptsystems invarianter Zahlen 


ist wieder 3. 


ER SE 


Auf diese Weise können wir r, grösste, in Bezug auf 2 vollständig 
reduzible Gruppen mit 


at tr Hirte 


Variablen festlegen. Damit haben wir aber die letzte Kolonne der 
Frobeniusschen Normalform G, nämlich N erschöpft. 

Wir haben so die ersten r,, Zahlen unseres Hauptsystems invari- 
anter Zahlen ij, 1, . . . . öı (t„fach) eindeutig festgelegt. Die nächste 
grösste, in Bezug auf @ vollständig reduzible Gruppe ist uns gegeben 


durch die Transformation: 


Int 0 Dee. 0 
0 Tomi) DE 
0 0 I) Pi) 
0 0 0) Tmtd 


und deren Potenzen mitt a +ß+7Y+....+X = i, Variablen. Bis zur 
Erschöpfung von N können wir 7,_ı — r,, grösste, in Bezug auf 
Q vollständig reduzible Gruppen mitjea+ß-+Y-+ + ----+=is Variablen 
bestimmen. So finden wir die nächsten 7,_ı — r„ Zahlen unseres 
Hauptsystems invarianter Zahlen: 


2, i2, et i2 Feen, — TI fach). 


Fahren wir so fort, so erhalten wir schliesslich t, — 73 grösste, in Be- 
zug auf 2 vollständig reduzible Gruppen, die erzeugt werden durch die 
Transformationen: 


T@+V und deren Potenzen, 
r r BD) 1 2 
bzw = Tot ” ” ” 
bzw. Tm rr) PR] er) 


mit je « Variablen. Somit bekommen wir die letzten tı — a Zahlen 
unseres Hauptsystems invarianter Zahlen: 


0,0, ++, % = iu (tı — Tafach). 


Wir haben das Resultat: 

Bedeuten T,, 72, ...., 7, die ihrer Grösse nach geordneten, be- 
züglich des Körpers @ definierten Elementarteilerexponenten (tı > 
2 >....> m) einer Substitution @ von nicht verschwindender Deter- 
minante mit Koeffizienten aus einem Zahlkörper @, so ist für die 
Gruppe ©, die aus einer Substitution G und deren positiven und 
negativen Potenzen besteht, die Anzahl der Zahlen unseres Haupt- 
systems invarianter Zahlen bezüglich & gleich rı. 


Diese Zahlen selbst sind ihrer Reihenfolge nach geordnet: 
t„ mal die Zahlen: ü, 1," ,i, ü=a+ß+Yt+iItn, 
Tun — 7, mal die Zahlen: ös, io, „ie, B=atß-+Y+t +, 


Tn—2 — Tu—ı mal die Zahlen: 33, 3, ,,a=a+ß+ te +Kk, 
tı — t» mal die Zahlen: ?,., m ***, Um Im 0%. 


Es ist offenbar: 
2 > %> a REN — Im- 


Ss 4. 

Zur weiteren Erforschung des Systems invarianter Gruppenzahlen 
für den Zahlkörper 2 bestimmen wir zu ihm die associierten Zahlen. 
Unter den folgenden r, Zahlen: 
iı (t„fach), ö2 (Tu — t„fach), - - - -, ö (Ti — tefach), wobei u >%> 
eur u slesinde 


ul tı Zahlen, 
= 2 71 „9 
= Im = 0. 7 a, 
> ER = 1 T2 ” ’ 
= Im = 2 73 ” ) 


> | =09.+ ß T3 „9 


Su lat + rd Le, Zahlen 
U na Be 27 ” 


Die associierten Zahlen zu dem Hauptsystem invarianter Zahlen 
für 2 sind also « mal die Zahl «,, ß mal die Zahl u, ...., & mal 
die Zahl z,.. 


Wir behaupten nun, dass das für den Zahlkörper @ erhaltene 
Hauptsystem invarianter Zahlen i, (t„fach), ia (T,-ı — Tu Tach aan; 
ö, (Ti — tafach) identisch ist mit dem Hauptsystem invarianter Zahlen 
für den Körper aller Zahlen. Zu diesem Zweck betrachten wir $ı(p), 
eine Funktion, die in p vom aten Grade ist. <ı(p) ist im Körper % 
irreduzibel und lässt sich daher im Rationalitätsbereich aller Zahlen 
in & verschiedene, lineare Faktoren zerlegen. Es ist also: 


© (pP) = (p — Pr) (p — Pa) =» - (pP — Pa)” 


wobeis ea ze pziist: 

Nun hat die Determinante #,(p)" für den Körper aller Zahlen 
die Elementarteiler (p — p)", (P— po), ...., (p — pa)"; denn die 
Unterdeterminanten der zu @ı(p)": gehörigen Matrix, welche man 
durch Streichen der ersten Zeile und letzten Kolonne erhält, hat, wie 
wir im 8 3 sahen, einePotenz von (— 1) zum Wert und ist demnach 
nicht durch (p— pı), bzw. (P — pe), --» - „ bzw. (p — po) teilbar. 

Damit haben. wir gezeigt, dass die Substitution @ im Körper 
aller Zahlen die Weierstrassschen Elementarteilerexponenten 7, 7, 
ee olachiärt an Ben (Bacher, u le ms Tach) 
besitz. Da diese Zahlen identisch sind mit den im Anfang dieses 
Paragraphen erhaltenen, so sind ihre associierten Zahlen die im $ 3 
gefundenen Zahlen; das heisst: Die zu den Weierstrassschen Elemen- 
tarteilerexponenten t,, Tı, - . - ., Tı (afach), Ta, 72, ... ., tg (Bfach), ... ., 
Tan Tmyese er Tm (fach) associierten Zahlen sind die Zahlen des Haupt- 
systems invarianter Zahlen für den Körper &. Es waren aber die zu 
den Weierstrassschen Elementarteilerexponenten associierten Zahlen 
nach dem I. Teil das Hauptsystem invarianter Zahlen für den Körper 
aller Zahlen. Daher folst: 

Das Hauptsystem invarianter Zahlen für den Körper aller Zahlen 
ist also dasselbe wie für den besonderen Zahlkörper @. Damit haben 
wir den Satz bewiesen: 

Hat man eine Gruppelinearer homogener Substitutionen 
mit Koeffizienten aus@,die aus einer Substitution von nicht 
verschwindender Determinante und deren positiven und 
negativen Potenzen besteht, so ist das der Gruppe zugeord- 
nete Hauptsystem invarianter Zahlen unabhängig von dem 
durch die Substitutionskoeffizienten der Gruppe bestimmten 
Zahlkörper. 

Wir knüpfen hieran noch eine Bemerkung, die sich auf die für 
den Körper © definierten Elementarteilerexponenten einer Substitution 


Br Te 


von nicht verschwindender Determinante mit Koeffizienten aus 
bezieht. 

Bei der Untersuchung der Gruppe ®, die aus den Potenzen einer 
Substitution von nicht verschwindender Determinante mit Koeffizienten 
aus dem Körper aller Zahlen besteht, haben wir im 84, I. Teil aus- 
drücklich darauf hingewiesen, dass alle Potenzen (ausgenommen die 
Ote Potenz) der dort die Gruppe erzeugenden Substitution die gleichen 
Elementarteilerexponenten besitzen. Dies gilt, wenn unsere die (sruppe 
erzeugende Substitution Koeffizienten aus dem besonderen Zahlkörper ® 
hat, nicht mehr; für den bezüglich ® definierten Elementarteilerbegriff 
muss man für den Körper ® stets von den Elementarteilerexponenten 
der die Gruppe erzeugenden Substitution sprechen. 

Zum Beweise nehmen wir an: Die erzeugende Substitution @ habe 
ausschliesslich reelle Koeffizienten und für den Körper aller reellen 
Zahlen den einen Elementarteiler p,(p)" = p? + 1. Dann lautet die 
Frobeniussche Normalform @ .der linearen homogenen Substitution: 


a=—& 
72, Ei. 


Ihre charakteristische Funktion: 


hat nur den einen Elementarteiler £ + 1. 


Die zweite Potenz von @ lautet: 


a1=—i 
“= — 8. 


Die charakteristische Funktion: 


I—1-—p 0 | 
0 Ne | 
hat für den Körper aller reellen Zahlen die Elementarteiler (— 1 — p)! 


und (— 1— p)!. Wir sehen, dass der Elementarteilerexponent 1 von 
(p? + 1)! für die Gruppe, die aus den Potenzen der Substitution @ 


besteht, keine Invariante ist; vielmehr hat die zweite Potenz schon 
für den Körper aller reellen Zahlen die zwei Elementarteilerexpo- 
nenten 1, 1. 
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Jeder Zahl des Hauptsystems invarianter Zahlen einer beliebigen 
Gruppe linearer homogener Substitutionen von nicht verschwindender 
Determinante mit Koeffizienten aus & (wobei @ auch natürlich der 
Körper aller Zahlen sein kann) lässt sich wiederum ‚ein Zahlensystem 
zuordnen. Es heisst das Nebensystem invarıianter Zahlen, das 
zu jeder Zahl des Hauptsystems gehört. 

Die Transformation einer Gruppe © linearer homogener Substitu- 
tionen in eine ähnliche Gruppe unter Hervorhebung aller aufeinander 
folgender grösster vollständig reduzibler Gruppen ergab nach S 1, 
II. Teil u grösste vollständig reduzible Gruppen mit #1, bzw. ns, 
bzw. n. Variablen, nämlich die Gruppen U, Ar . ..- un. is Sılt 
nun folgender Satz: 

„Wie auch immer eine lineare homogene Substitutionsgruppe 
mit Koeffizienten aus einem Körper ®@ unter Hervorhebung ihrer be- 
züglich des Körpers @ irreduziblen Bestandteile in eine ähnliche 
Gruppe, die auch nur Koeffizienten aus @ hat, transformiert wird, 
so kann man die irreduziblen Bestandteile, die sich bei irgend einer 
solchen Darstellung ergeben, den irreduziblen Bestandteilen, die sich 
bei irgend einer andern solchen Darstellung ergeben, eindeutig zu- 
ordnen, dass zwei zugeordnete, bezüglich & irreduzible Teilgruppen 
gleich viele Variablen haben und ähnliche Gruppen sind.“ (Trans- 
actions 4, 61.) 

Wir wenden diesen Satz auf Wu, Wr, --- +, Au an. 

Jede dieser grössten vollständig reduziblen Gruppen zerfällt ın 
bezüglich @ irreduzible Teilgruppen, die selbst eindeutig, aber nicht 
der Reihenfolge nach eindeutig bestimmt sind. Jeder der irreduziblen 
Teilgruppen von W}, ordnen wir nun eine Zahl n,, n,, -..., 2, die 
gleich der Anzahl der in der betreffenden Teilgruppe auftretenden 
Variablen ist, zu. Dabei ist: 


4 


nen unten. 


Das der Zahl n,, der ersten Zahl unseres Hauptsystems invari- 
anter Zahlen: zugeordnete Nebensystem n,, n%,, » - - .„, n,, Isteindeutig, 
aber nicht der Reihenfolge nach eindeutig festgelegt. 
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Ebenso ordnen wir den andern Zahlen unseres Hauptsystems ' 
invarianter Zahlen, nämlich den Zahlen ns, "3, ...., N2., ein Neben- 
system N, nd, 2... ni, bzw. n®, n®, nl, ... „bei; dabeiist: 


an za (2 2 
nn HN r....+ n®, 
ER HD +... an, 


nnd Na... nn 


Im I. Teil & 3 ergab die Transformation der Gruppe ©, die 
aus einer Substitution und deren Potenzen mit Koeffizienten aus © 
besteht, bei der Hervorhebung aller aufeinander folgender grösster, in 
. Bezug auf & vollständig reduzibler Gruppen als erste grösste, in Bezug 
auf & vollständig reduzible Gruppe die Gruppe, die durch die Trans- 
formation: 


T® 0 I N 0 
0 T® Narr An) ) 
0 0 INS, ) 0 
0 W) De 1 0 
ER le 1) 
0 0 0 0 2 


und deren Potenzen bestimmt ist. Jeder der in Bezug auf ® irredu- 
ziblen Teilgruppen dieser grössten, in Bezug auf 2 vollständig redu- 
ziblen Gruppe, die durch die Transformation 7 und deren Potenzen, 
bzw. 7) und deren Potenzen, ...., bzw. T® und deren Potenzen 
gegeben sind, ordnen wir der Reihenfolge nach eine Zahl a, bzw. ß, 
bzw. u zu, die gleich der Anzahl der in der betreffenden in Bezug 
auf @ irreduziblen Gruppe auftretenden Variablen ist. Das System 
der Zahlen o, ß,Y\,;*---%, p ist selbst eindeutig, aber nicht der Reihen- 
folge nach eindeutig bestimmt. Somit ist das der ersten Zahl unseres 
Hauptsystems invarianter Zahlen, nämlich der Zahl i,, zugeordnete 
Nebensystem das System a, B, %, **-, %, . 

Auf diese Weise können wir jeder der r, ersten Zahlen des 
Hauptsystems, nämlich den Zahlen ,, ö, . . . ., öı (r„fach), das Neben- 
system a, ß, ...., A, f. zuordnen. Dabei ist: 


= +ß+..-- +ı 4m 
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Zu jeder der folgenden (t„_ı — 7) Zahlen des Hauptsystems, 
nämlich zu den Zahlen is, is, - .- ., % (T„_ı — „fach), gehört das 
Nebensystem &, ß, %, - . . .„. A, wobei: 


a=atßtrt + rs 


Schliesslich gehört zu jeder der letzten t; — tg Zahlen unseres 
Hauptsystems, nämlich zu den Zahlen ö,, dm «+. En (ri — tafach), 
die Zahl o. 

Wählen wir im besonderen in dieser Untersuchung für @ den 
Körper aller Zahlen, so besteht das jeder Zahl des Hauptsystems 
invarianter Zahlen zugeordnete Nebensystem aus lauter Einsen. 

















